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A ‘converse’ to the Constraint Lemma
E. Kolpakov∗
Direct proofs between classical theorems are interesting. The main result is
a direct proof of the implication (LV KFk,3) ⇒ (LTT3k−1,3) below. Consider
the following statements:
(LV KF1,3) From any 11 points in R
3 one can choose 3 pairwise disjoint
triples whose convex hulls have a common point.
(LV KFk,3) From any 6k+5 points in R
3k one can choose 3 pairwise disjoint
sets each containing 2k+1 points and whose convex hulls have a common point.
(LTT2,3) Any 7 points in R
2 can be decomposed into 3 subsets whose convex
hulls have a common point.
(LTTd,3) Any 2d+ 3 points in R
d can be decomposed into 3 subsets whose
convex hulls have a common point.
These statements are true, but the purpose of this paper is the direct derivation
of one statement from another.
Remark 1. Consider the following piecewise linear versions (or, equivalently,
topological versions) of the above statements:
(V KFk,r) (r-fold van Kampen-Flores statement) For any general position
PL (piecewise linear) map ∆
k(r−1)
(kr+2)(r−1) → R
kr there are r pairwise disjoint
k(r − 1)-faces whose images have a common point.
(TTd,r) (Topological Tverberg statement) For any PL map ∆(d+1)(r−1) →
R
d there are r pairwise disjoint faces whose images have a common point.
Observe that these statements are false for some parameters k, r, d , see
surveys [BZ], [BBZ], [Sk18].
There is an interesting implication TTkr+1,r ⇒ V KFk,r. That implication
is called the Constraint Lemma [Gr10, BFZ14, Fr15], for a history see [Sk18,
Remark 1.11]. This is one of the steps (the simplest) in the negative solution of
the topological Tverberg conjecture, see surveys [BZ], [BBZ], [Sk18].
Our result can be considered as a ‘converse’ to the Constraint Lemma.
However, (LTTd,3) is correct for every d, so our direct proof does not give any
new results.
In addition to the above implications, there are the following: for r = 2 (see
[Sk17]):
TTd,2 ⇒ TTd−1,2;
TTd,2 ⇒ VKFd−1,2 for even d;
V KFd,2 ⇒ V KFd−1,2;
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V KFd−1,2 ⇒ V KFd,2 for odd d;
For direct proofs of other similar implications see [Sk17] and references
therein; the current paper gives a partial answer to [Sk18, Problem 4.4.c].
Denote the convex hull of a set P by 〈P 〉. Denote the affine hull of a set P
by affP .
Lemma 1. Let P a finite general position subset of R3k−1 and ǫ > 0
a number. Then there is δ ∈ (0, ǫ) with the following property. For any two
subsets P1, P2 of P such that the intersection 〈P1〉 ∩ 〈P2〉 is one point we have
that ǫ-neighbourhood of this point 〈P1〉 ∩ 〈P2〉 contains the intersection of δ-
neighbourhoods of 〈P1〉 and 〈P2〉.
Proof. Since P is finite, there is only a finite number of pairs (P1, P2) of
subsets of P such that 〈P1〉 ∩ 〈P2〉 is a point, but none of the subsets is a point.
Let α > 0 be the smallest of any angles between 〈P1〉 and 〈P2〉.(The angle
between two intersecting affine subspaces of R3k−1, none of which is a point,
is the minimal angle beetwen two rays originating from an intersection point
of the subspaces, the first ray contained in the first subspace and the second
ray in the second subspaces.) Let δ = ǫ sin(α/2). Take any point E from the
intersection of δ-neighbourhoods of 〈P1〉 and 〈P2〉. Denote by E1 and E2 the
orthogonal projections of E on affP1 and affP2 respectively. Denote by E
′ the
point of intersection affP1∩affP2. We have ∠E1E
′E+∠E2E
′E ≥ ∠E1E
′E2. So
without loss of generality we can assume that ∠E1E
′E ≥ 12∠E1E
′E2. Therefore
EE′ = EE1sin∠EE′E1 <
δ
sin(α/2) = ǫ. QED
The following lemma is similar to lemma 3 from [Tv66], но является более
слабым утверждением.
Lemma 2. Given a set A of 6k+1 points of general position in R3k−1. Take
some vertex A1 of the convex hull 〈A〉. Вложим R
3k−1 в R3k как R3k−1×0. In
the line A1 × R given an points M1,M2,M3,M4 in increasing last coordinates
order. The last coordinates of the points M1,M2,M3,M4 are positive. Suppose
that there exist pairwise disjoint subsets of ∆1,∆2,∆3 ⊂ A∪{M1,M2,M3,M4},
such that 〈∆1〉 ∩ 〈∆2〉 ∩ 〈∆3〉 6= ∅, and M2 /∈ 〈∆1〉 ∩ 〈∆2〉 ∩ 〈∆3〉. Then there
exist pairwise disjoint subsets of ∆′1,∆
′
2,∆
′
3 ⊂ A∪{M1,M2,M3,M4}, such that
〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉 6= ∅ and among the points A1,M1,M2,M3,M4 at least two
do not belong either in one of the sets ∆′1,∆
′
2,∆
′
3. Also (∆
′
1∪∆
′
2∪∆
′
3)∩A1×R ⊂
(∆1 ∪∆2 ∪∆3) ∩A1 × R.
Proof. Считаем, что прямая A1 × R - вертикальная, а гиперплоскость
R
3k−1 × 0 - горизонтальная, последнюю координату будем называть верти-
кальной.
Рассмотрим всевозможные тройки попарно непересекающихся подмно-
жеств δ1, δ2, δ3 ⊂ A ∪ {M1,M2,M3,M4}, такие что (δ1 ∪ δ2 ∪ δ3) ∩ A1 × R ⊂
(∆1 ∪∆2 ∪∆3)∩A1×R . Объединение пересечений 〈δ1〉∩ 〈δ2〉∩ 〈δ3〉 непусто,
замкнуто и ограничено. Обозначим через Z ′ точку с наименьшей верти-
кальной координатой из этого объединения. Тогда Z ′ ∈ 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉
для некоторых попарно непересекающихся подмножеств ∆′1,∆
′
2,∆
′
3 ⊂ A ∪
{M1,M2,M3,M4}. Среди множеств ∆
′
1,∆
′
2,∆
′
3 существует хотя бы одно,
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не содержащее ни одну из точек M3,M4. Такое множество содержится в
A ∪ {M1,M2}, а его выпуклая оболочка, кроме точки M2 находится ниже
точки M2. Значит точка Z
′ находится строго ниже точки M2. Так как A1
есть вершина для 〈A〉, то хотя бы одно из множеств 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 пере-
секается с прямой A1 × R не более, чем по одной точке. Так как Z
′ 6= M2,
то Z ′ не лежит на прямой A1 × R.
Каждый из многогранников 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 можно заменить симплек-
сом из его триангуляции, содержащим точку Z ′. Поэтому считаем, что мно-
гогранники 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 являются симплексами. Заменим каждый из
симплексов 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 его гранью, чтобы точка Z
′ была единствен-
ной точкой пересечения 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉, и не принадлежала собствен-
ным граням ни одного из симплексов 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉. Так как dim 〈∆
′
1〉+
dim 〈∆′2〉+ dim 〈∆
′
3〉 ≤ 6k, то |∆
′
1|+ |∆
′
2|+ |∆
′
3| ≤ 6k + 3.
Если не существует точки из множества A − {A1}, не лежащей ни в
одном из множеств ∆′1,∆
′
2,∆
′
3, то среди точек A1,M1,M2,M3,M4 хотя бы
две не лежат ни в одном из множеств ∆′1,∆
′
2,∆
′
3, что и требовалось.
Если Z ′ лежит на плоскости R3k−1 × 0, то для любого i = 1, 2, 3 имеем
Z ′ ∈ R3k−1 × 0 ∩ 〈∆′i〉 = 〈α ∩∆
′
i〉. Таким образом подмножества R
3k−1 × 0 ∩
∆′1,R
3k−1 × 0 ∩∆′2,R
3k−1 × 0 ∩∆′3 являются искомыми.
Далее разбираем оставшийся случай, когда существует точка Y из мно-
жества A− {A1}, не лежащая ни в одном из множеств ∆
′
1,∆
′
2,∆
′
3, а точка
Z ′ не лежит на плоскости R3k−1 × 0. Тогда у Z ′ положительная верти-
кальная координата. Рассмотрим выпуклый многогранник M := 〈Y ∪∆′1〉∩
〈Y ∪∆′2〉∩〈Y ∪∆
′
3〉, и докажем, что Z
′ - его вершина. Действительно, пред-
положим, что Z ′ не является вершиной многогранникаM, тогда существует
отрезок I ⊂ M, середина которого есть Z ′. Для любого i = 1, 2, 3 имеем:
I ⊂ 〈Y ∪∆′i〉, Z
′ не принадлежит ни одной собственной грани симплек-
са 〈∆′i〉. Тогда по Лемме 3, для любого i = 1, 2, 3 существует Ji ⊂ I, та-
кой, что Ji ⊂ 〈∆
′
i〉 и Z
′ - середина Ji. Тогда для J = J1 ∩ J2 ∩ J3 имеем
J ⊂ 〈∆′1〉∩〈∆
′
2〉∩〈∆
′
3〉, что противоречит тому, что Z
′ является единственной
точкой пересечения 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉. Полученое противоречие означает,
что Z ′ является вершиной многогранника M.
Для любого i = 1, 2, 3 обозначим τi = ∆
′
i ∩ (A− {A1}). Обозначим через
Z ′′ ортогональную проекцию точки Z ′ на R3k−1 × 0. Тогда Z ′′ ∈ 〈A1 ∪ τ1〉 ∩
〈A1 ∪ τ2〉∩〈A1 ∪ τ3〉 и Z
′′ 6= A1. Рассмотрим луч L с вершиной в A1, проходя-
щий через Z ′′. Такой луч пересекает симплексы 〈τ1〉 , 〈τ2〉 , 〈τ3〉. Для любого
i = 1, 2, 3 обозначим точку пересечения луча L с симплексом 〈τi〉, возмож-
но неединственую, через Vi. Отрезки [A1;V1], [A1;V2], [A1;V3] упорядочены
по включению. Без ограничения общности считаем, что [A1;V3] ⊂ [A1;V2] ⊂
[A1;V1]. Тогда V3 ∈ 〈A1 ∪ τ1〉∩〈A1 ∪ τ2〉∩〈τ3〉 и 〈A1 ∪ τ1〉∩〈A1 ∪ τ2〉∩〈τ3〉 6= ∅.
В следующих двух абзацах докажем, что |∆′1|+ |∆
′
2|+ |∆
′
3| = 6k + 3.
Если есть симплекс среди 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 размерности 3k, то он содер-
жит точку Z ′ в качестве внутренней. Обозначим через (i1, i2, i3) переста-
новку чисел (1, 2, 3), такую, что dim
〈
∆′i3
〉
= 3k и i1 < i2 Так как множество
A находится в общем положении в R3k−1× 0, то dim 〈A1 ∪ τi1 〉∩ 〈A1 ∪ τi2〉 =
3
1+dim 〈A1 ∪ τi1〉∩〈τi2〉 = |τi1 |+ |τi2 |−(3k−1). Так как [A1;Z
′′] ⊂ 〈A1 ∪ τi1 〉∩
〈A1 ∪ τi2〉, то dim 〈A1 ∪ τi1 〉∩〈A1 ∪ τi2 〉 ≥ 1. Следовательно |τi1 |+ |τi2 | ≥ 3k и
тогда получаем |∆′i1 |+ |∆
′
i2
|+ |∆′i3 | ≥ (|τi1 |+1)+(|τi2 |+1)+(3k+1) ≥ 6k+3,
что и требовалось.
Если размерности симплексов 〈∆′1〉 , 〈∆
′
2〉 , 〈∆
′
3〉 не больше 3k− 1, то раз-
мерности симплексов 〈τ1〉 , 〈τ2〉 , 〈τ3〉 не больше 3k−2 и эти симплексы явля-
ются собственными гранями симплексов 〈A1 ∪ τ1〉 , 〈A1 ∪ τ2〉 , 〈A1 ∪ τ3〉 со-
ответственно. Так как точки множества {A1} ∪ τ1 ∪ τ2 находятся в об-
щем положении, то dim 〈A1 ∪ τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉 = 1 + dim 〈τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉 =
|τ1| + |τ2| − (3k − 1). Так как точки множества {A1} ∪ τ1 ∪ τ2 находятся в
общем положении с точками множества τ3, то
dim 〈A1 ∪ τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉 ∩ 〈τ3〉 =
= dim 〈A1 ∪ τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉+ dim 〈τ3〉 − (3k − 1) =
= |τ1|+ |τ2| − (3k − 1) + (|τ3| − 1)− (3k − 1) = |τ1|+ |τ2|+ |τ3| − (6k − 1)
Так как 〈A1 ∪ τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉 ∩ 〈τ3〉 6= ∅, то |τ1| + |τ2| + |τ3| − (6k − 1) =
dim 〈A1 ∪ τ1〉 ∩ 〈A1 ∪ τ2〉 ∩ 〈τ3〉 ≥ 0. Поскольку из точек A1,M1,M2,M3,M4
хотя бы 4 лежат в объединении ∆′1 ∪∆
′
2 ∪∆
′
3, то |∆
′
1| + |∆
′
2| + |∆
′
3| ≥ 4 +
|τ1|+ |τ2|+ |τ3| = 6k + 3, что и требовалось.
Так как |∆′1|+|∆
′
2|+|∆
′
3| = 6k+3, то |Y ∪∆
′
1|+|∆
′
2|+|∆
′
3| = 6k+4, откуда
dim 〈Y ∪∆′1〉+ dim 〈∆
′
2〉+ dim 〈∆
′
3〉 ≥ 6k + 1. Следовательно dim 〈Y ∪∆
′
1〉 ∩
〈∆′2〉∩〈∆
′
3〉 ≥ 1. Аналогично доказывается, что dim 〈∆
′
1〉∩〈Y ∪∆
′
2〉∩〈∆
′
3〉 ≥ 1
и dim 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈Y ∪∆
′
3〉 ≥ 1.
Попарные пересечения множеств
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
для {i1, i2, i3} =
{1, 2, 3} есть 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉 = Z
′. Так как
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
Y ∪∆′i2
〉
∩〈
∆′i3
〉
содержит
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
и
〈
∆′i1
〉
∩
〈
Y ∪∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
, то
dim
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
Y ∪∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
≥ 2 для {i1, i2, i3} = {1, 2, 3}. Из утвержде-
ния 4 следует, что любая собственная грань у
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
Y ∪∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
,
содержащая точку Z ′, содержится в одном из множеств
〈
Y ∪∆′i1
〉
∩
〈
∆′i2
〉
∩〈
∆′i3
〉
или
〈
∆′i1
〉
∩
〈
Y ∪∆′i2
〉
∩
〈
∆′i3
〉
.
Тогда любое ребро многогранника M, выходящее из Z ′ содержится в
одном из множеств 〈Y ∪∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉, 〈∆
′
1〉 ∩ 〈Y ∪∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉, 〈∆
′
1〉 ∩
〈∆′2〉 ∩ 〈Y ∪∆
′
3〉. Точка Z
′ выше точки Y , значит Z ′ не самая низкая точка
многогранника M. Тогда Z ′ не самая низкая вершина многогранника M.
Значит у Z ′ есть некоторая соседняя вершина Z1, лежащая ниже Z
′. Без
ограничения общности [Z ′;Z1] ⊂ 〈Y ∪∆
′
1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉. Так как Z1 ниже
Z ′, то получаем противоречие с выбором точки Z ′. Лемма доказана.
Lemma 3. Given a symplex S in th space Rn. Given a point Y in general
position with vertexes of S. Given a segment I ⊂ 〈Y ∪ S〉. Denote by Z the
middle of I. Suppose that Z ∈ S but Z do not belong any face of S. Then there
is a non-degenerate segment J ⊂ I with middle in Z such that J ⊂ S.
Proof. Если dimS = n, то Z - внутреняя точка симплекса S. Для некото-
рого ǫ > 0 существует замкнутая ǫ-окрестность точки Z, лежащая внутри
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S. Возьмём в качестве J пересечение такой окрестности с I. Тогда Z будет
серединой отрезка J и J ⊂ S, что и требовалось.
Если dimS ≤ n−1, то S есть грань симплекса 〈Y ∪ S〉. Так как середина
Z отрезка I лежит на S, то оба конца отрезка I лежат на S. Возьмём J = I.
Лемма доказана.
Proposition 4. Given a convex polyhedrons A,B,C. Then any points in
face of A∩B ∩C belong to some set A′ ∩B ∩C, A∩B′ ∩C, A∩B ∩C′, where
X ′ is face of polyhedron X
Proof is not necessary.
Proof that (LVKFk,3) ⇒ (LTT3k−1,3). Suppose to the contrary that the
statement (LTT3k−1,3) is false for points A1, . . . , A6k+1 in R
3k−1 = R3k−1×0 ⊂
R
3k.
Without loss of generality assume that A1 is a vertex of 〈A1, . . . , A6k+1〉.
Construction of 6k+5 points to apply (LVKFk,3). We can assume that the
points A1, . . . , A6k+1 are in general position.
Consider all distances from any of these 6k+1 points to a simplex formed by
some other of these 6k+1 points. For any three pairwise disjoint sets P1, P2, P3
of these 6k + 1 points consider the positive distance from 〈P1〉 to 〈P2〉 ∩ 〈P3〉.
Choose ǫ > 0 such that 10ǫ is smaller than the smallest of all the considered
numbers.
Denote by
π : R3k → R3k−1 × 0
the orthogonal projection. Denote by πK : R
3k − {K} → R3k−1 × 0 the central
projection from a point K /∈ R3k−1 × 0.
Take δ ∈ (0, ǫ) given by Lemma 1 for the set {A1, . . . , A6k+1} and the number
ǫ > 0. Consider points Mj := (A1,mj), j = 1, 2, 3, 4, where the numbers mj are
defined recursively. Let m1 := 1. If m1, . . . ,mj−1 are defined, then let mj be so
big that |πMjX, πX | < δ for every X ∈M1, . . . ,Mj−1, A1, . . . , A6k+1.
Let us prove that there exist pairwise disjoint sets∆1,∆2,∆3 ⊂ {M1,M2,M3,M4, A1, A2, ..., A6k+1},
such that 〈∆1〉 ∩ 〈∆2〉 ∩ 〈∆3〉 6= ∅ and {M1,M2,M3,M4, A1} 6⊂ ∆1 ∪∆2 ∪∆3.
Assume the contrary, then for any neighborhood of the point A1 in R
3k−1 there
exists a point A′1 from this neighborhood such that for any three pairwise disjoint
subsets S1, S2, S3 ⊂ {M1,M2,M3,M4, A
′
1, A2, ..., A6k+1}, such that 〈S1〉∩〈S2〉∩
〈S3〉 6= ∅ we obtain {M1,M2,M3,M4, A
′
1} ⊂ S1∪S2∪S3 andA
′
1 ∈ 〈A1, . . . , A6k+1〉.
Apply (LVKFk,3) to the set {M1,M2,M3,M4, A
′
1, A2, ..., A6k+1}, we get pairwise
disjoint sets S1, S2, S3 such that |S1| = |S2| = |S3| = 2k+1. Since {M1,M2,M3,M4, A
′
1} ⊂
S1 ∪ S2 ∪ S3, one of the sets S1, S2, S3 contains a point A
′
1. Without loss
of generality, we assume that A′1 ∈ S1. Since |S1| + |S2| + |S3| = 6k + 3,
we get some point from A2, . . . , A6k+1, which not belong in any of the sets
S1, S2, S3. Without loss of generality, we assume that A6k+1 /∈ S1 ∪ S2 ∪ S3.
Then S1, S2, S3 ⊂ {M1,M2,M3,M4, A1, A
′
1, A2, ..., A6k} and A1 /∈ S1, S2, S3.
Therefore, among the sets S1 ∩ (A1 ×R), S2 ∩ (A1 ×R), S3 ∩ (A1 ×R) there are
at least 2 one-point ones. Then 〈S1〉∩〈S2〉∩〈S3〉∩(A1×R) = ∅. ThereforeM2 /∈
〈S1〉∩ 〈S2〉∩ 〈S3〉. Apply Lemma 2 to {M1,M2,M3,M4, A1, A
′
1, A2, ..., A6k}, we
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get the sets S′1, S
′
2, S
′
3. Then |{A1,M1,M2,M3,M4} ∩ (S
′
1 ∪ S
′
2 ∪ S
′
3)| ≤ 3 и
A1 /∈ S
′
1 ∪ S
′
2 ∪S
′
3. This contradicts the fact that for any three pairwise disjoint
subsets S1, S2, S3 ⊂ {M1,M2,M3,M4, A
′
1, A2, ..., A6k+1}, such that 〈S1〉∩〈S2〉∩
〈S3〉 6= ∅ we obtain {M1,M2,M3,M4, A
′
1} ⊂ S1 ∪ S2 ∪ S3.
We have proved that there exist pairwise disjoint sets∆1,∆2,∆3 ⊂ {M1,M2,M3,M4, A1, A2, ..., A6k+1},
such that 〈∆1〉 ∩ 〈∆2〉 ∩ 〈∆3〉 6= ∅ and {M1,M2,M3,M4, A1} 6⊂ ∆1 ∪∆2 ∪∆3.
For this ∆1,∆2,∆3 we have M2 /∈ 〈∆1〉 ∩ 〈∆2〉 ∩ 〈∆3〉. Apply Lemma 2 to the
set {M1,M2,M3,M4, A1, A2, ..., A6k+1}. We get the sets ∆
′
1,∆
′
2,∆
′
3, such that
〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉 6= ∅ and there are 2 points from A1,M1,M2,M3,M4 such
that do not belong to the sets ∆′1,∆
′
2,∆
′
3.
Denote by Z any point from 〈∆′1〉 ∩ 〈∆
′
2〉 ∩ 〈∆
′
3〉.
Case 1: ∆′h ⊂ {A1, . . . , A6k+1} for some h. Then 〈∆
′
h〉 ⊂ R
3k−1 × 0. Hence
Z ∈ R3k−1 × 0. Take i = 1, 2, 3. Since the points M1,M2,M3,M4 belong to
the same half-space, 〈∆′i〉 ∩ (R
3k−1 × 0) =
〈
∆′i ∩ (R
3k−1 × 0)
〉
. Then the set
Z ∈
〈
∆′i ∩ (R
3k−1 × 0)
〉
for i = 1, 2, 3. Therefore sets ∆′i ∩ (R
3k−1 × 0) for
i = 1, 2, 3 constitute the required partition.
Case 2: none of ∆′1,∆
′
2,∆
′
3 is contained in {A1, . . . , A6k+1}. Hence each
set ∆′i has only one vertex among the points {M1,M2,M3,M4} and A1 /∈ ∆
′
i
for i = 1, 2, 3. Take the highest vertex of each ∆′i. Denote these vertices by
W1,W2,W3 in the increasing order along 0 × R. Without loss of generality
Wi ∈ ∆
′
i for each i = 1, 2, 3. Denote by ∆
−
i the image of ∆
′
i −Wi under the
central projection πWi from Wi to R
3k−1 × 0. Then ∆−i = ∆i ∩ R
3k−1 × 0.
Therefore A1 /∈ ∆
−
i for i = 2, 3. Since π∆
′
1 = A1 ∪ (∆
′
1 ∩ R
3k−1 × 0), it follows
that pairwise intersections of π∆′1,∆
−
2 ,∆
−
3 are empty.
Since Z ∈ 〈∆′i〉 −Wi, it follows that πWiZ ∈
〈
∆−i
〉
for i = 2, 3. Hence
|πZ,
〈
∆−i
〉
| < |πZ, πWiZ| < δ.
The last inequality is true by definition of Wi and Mj. Then by Lemma 1 the
point πZ belong to the ǫ-neighbourhood of the intersection
〈
∆−3
〉
∩
〈
∆−2
〉
. Since
Z ∈ 〈∆′1〉, it follows that πZ ∈ 〈π∆
′
1〉. Hence | 〈π∆
′
1〉 ,
〈
∆−3
〉
∩
〈
∆−2
〉
| < ǫ. Then
by definition of ǫ a convex hulls 〈π∆′1〉 ,
〈
∆−2
〉
,
〈
∆−3
〉
have a common point.
Therefore sets π∆′1,∆
−
2 ,∆
−
3 form a required partition.
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